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1-­‐page	
  summary	
  

•  Momentum	
  operator	
  of	
  QFT	
  usually	
  
commute:	
  [Pi,	
  Pj]	
  =	
  0	
  

(in	
  the	
  presence	
  of	
  external	
  magne)c	
  field,	
  [Pi,	
  Pj]	
  =	
  i	
  Bi	
  jQ)	
  

•  I	
  will	
  discuss	
  
– Even	
  if	
  the	
  magne)c	
  field	
  is	
  zero,	
  [Pi,	
  Pj]	
  !=	
  0	
  in	
  the	
  
presence	
  of	
  the	
  topological	
  excita)on	
  

– The	
  noncommuta)vity	
  (central	
  extensions)	
  
•  reduces	
  the	
  number	
  of	
  independent	
  transla)onal	
  zero	
  
mode	
  of	
  the	
  topological	
  excita)on	
  
•  induces	
  a	
  Magnus	
  force	
  

	
  



1.	
  REVIEW	
  OF	
  THE	
  LOW-­‐ENERGY	
  
EFFECTIVE	
  LAGRANGIAN	
  



Effec)ve	
  Lagrangian	
  

•  Describes	
  Nambu-­‐Goldstone	
  modes	
  
originated	
  from	
  the	
  symmetry	
  breaking	
  GàH	
  

•  G,H	
  are	
  compact	
  Lie	
  groups.	
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  is	
  a	
  local	
  
coordinate	
  of	
  G/H.	
  

•  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  a	
  map	
  from	
  the	
  base	
  manifold	
  M	
  
to	
  the	
  target	
  space	
  G/H.	
  
•  The	
  low-­‐energy	
  effec)ve	
  Lagrangian	
  has	
  the	
  
original	
  symmetry	
  G.	
  

	
  

⇡a (a = 1, 2, . . . , dim(G/H))

⇡

a(~x, t)



The	
  general	
  form	
  of	
  the	
  nonrela)vis)c	
  
effec)ve	
  Lagrangian	
  

•  Non-­‐linear	
  sigma	
  model	
  
–  rela)vis)c	
  case	
  
– nonrela)vis)c	
  case	
  

•  Maurer-­‐Cartan	
  form	
  

L =
1

2
gab(⇡)@µ⇡

a@µ⇡b

L(metric) =
1

2
ḡab(⇡)⇡̇

a⇡̇b � 1

2
gab(⇡)r⇡a ·r⇡b

L(Berry) = ca(⇡)⇡̇
a (dominant	
  in	
  the	
  low-­‐energy	
  limit)	
  

Leutwyler	
  
PRD	
  (1994)	
  

!i
a(⇡)Tid⇡

a = �ie�iTa⇡
a

deiTa⇡
a

ca(⇡) = �!i
a(⇡)ei(0)

gab(⇡) = gcd(0)!
c
a(⇡)!

d
a(⇡)

f j
⇢i ej(0) = 0,	
  

HW,Brauner,Murayama,	
  PRL	
  (2013)	
  

metric	
  of	
  G/H	
  



Consequence	
  of	
  the	
  Berry	
  phase	
  term	
  

•  m(=rank	
  ρ)-­‐canonically	
  conjugate	
  pairs	
  
(π1,	
  π2),	
  (π3,	
  π4),…,	
  (π2m-­‐1,	
  π2m)	
  à	
  reduces	
  the	
  number	
  of	
  independent	
  modes	
  

•  Coun)ng	
  rule	
  
–  type-­‐A	
  (unpaired)	
  NGBs	
  (usually	
  linear	
  dispersion)	
  

	
  nA	
  =	
  dim(G/H)	
  -­‐	
  rank	
  ρ	
  
–  type-­‐B	
  (paired)	
  NGBs	
  (usually	
  quadra)c	
  dispersion)	
  

	
  nB	
  =	
  (1/2)rank	
  ρ	
  
–  The	
  total	
  number	
  of	
  gapless	
  NGBs	
  
	
   	
  nA	
  	
  +	
  nB	
  	
  =	
  dim(G/H)	
  –	
  (1/2)rank	
  ρ	
  

ca(⇡)⇡̇
a = �1

2
⇢ab⇡

a⇡̇b +O(⇡3)

i⇢ab = h[Qa, j
0
b (~x, t)]i = lim

⌦!1

1

⌦
h[Qa, Qb]i

Par)ally	
  symplec)c	
  structure	
  
c.f.	
   L = piq̇

i �H(q, p)

HW,Brauner,PRD	
  (2012)	
  
HW,Murayama,	
  PRL	
  (2013)	
  



Geometry	
  of	
  G/H	
  

•  G/H	
  may	
  be	
  seen	
  as	
  a	
  fiber	
  bundle	
  with	
  	
  
–  the	
  base	
  space	
  B	
  =	
  G/K	
  	
  (symplec)c)	
  
–  the	
  fiber	
  F	
  =	
  K/H	
  
e.g.	
  G/H	
  =	
  U(2)/U(1)	
  =	
  S3.	
  	
  

•  B	
  =	
  U(2)	
  /	
  U(1)	
  x	
  U(1)	
  =	
  S2	
  (symplec)c	
  manifold;	
  type-­‐B)	
  
•  F	
  =	
  U(1)	
  x	
  U(1)	
  /	
  U(1)	
  =	
  S1	
  (type-­‐A	
  NGBs)	
  

•  When	
  H2(G/H)	
  is	
  nonzero,	
  the	
  Berry	
  phase	
  
term	
  may	
  be	
  seen	
  as	
  the	
  Wess-­‐Zumino	
  term	
  

The	
  ϑ-­‐term	
  for	
  the	
  )me	
  direc)on	
  (1D)	
  +	
  an	
  extended	
  direc)on	
  (1D)	
  =	
  2D	
  

Miranski,Shovkovy	
  PRL	
  2002	
  
Schafer	
  et	
  al,	
  Phys.Le@.B	
  2002	
  



Stability	
  condi)on	
  

The	
  lower	
  bound	
  of	
  the	
  space	
  dimension	
  d	
  for	
  ω	
  =	
  kz.	
  
If	
  d	
  equals	
  to	
  or	
  smaller	
  than	
  this	
  value,	
  the	
  symmetry	
  is	
  restored.	
  
(can	
  be	
  an	
  algebraic	
  (power	
  law)	
  long-­‐range	
  order)	
  	
  
	
  
mixed	
  case	
  is	
  nontrival	
  and	
  have	
  to	
  be	
  discussed	
  case	
  by	
  case.	
  

ß	
  SSB	
  at	
  1+1	
  D	
  is	
  possible!	
  



2.	
  REVIEW	
  OF	
  TOPOLOGICAL	
  
EXCITATIONS	
  



Skyrmions	
  

•  A	
  sta;c	
  topologically	
  nontrivial	
  field	
  
configura)ons	
  classified	
  of	
  the	
  map	
  M	
  à	
  G/H	
  

•  When	
  M	
  =	
  Sn,	
  this	
  is	
  classified	
  by	
  πn(G/H).	
  
e.g., 	
  G/H	
  =	
  S2	
  in	
  2	
  dimensions:	
  skyrmions	
  in	
  magnet 	
   	
   	
  

	
   	
  G/H	
  =	
  S3	
  =	
  SU(2)	
  in	
  3	
  dimensions:	
  usual	
  skyrmions	
  

•  When	
  M	
  is	
  other	
  manifold,	
  we	
  have	
  to	
  deal	
  
with	
  it	
  one	
  by	
  one.	
  	
  

e.g.,	
   	
  M	
  =	
  G/H	
  =	
  Tn	
  	
  (torus)	
  
π2(G/H)	
  =	
  0	
  but	
  the	
  map	
  M	
  à	
  G/H	
  is	
  characterized	
  by	
  two	
  
winding	
  numbers	
  N1,	
  N2.	
  	
  	
  	
  

	
  



Topological	
  defects	
  

•  Take	
  a	
  sphere	
  Sn	
  surrounding	
  the	
  defect	
  and	
  
calculate	
  the	
  winding	
  number	
  πn(G/H)	
  of	
  the	
  
map	
  Sn	
  à	
  G/H.	
  

e.g.,	
  	
  
magne)c	
  monopoles	
  in	
  magnets	
  (G/H=S2)	
  
vor)ces	
  in	
  superfluids	
  (G/H=S1)	
  
	
  



Transla)onal	
  moduli	
  
for	
  2D	
  skyrmions	
  (dim(M)=2)	
  and	
  vor)ces	
  (π1(G/H)!=0)	
  

transla)onal	
  zero	
  modes	
  

Nambu-­‐Goldstone	
  excita)on	
  
localized	
  on	
  the	
  string.	
  The	
  wave	
  vector	
  
	
  is	
  along	
  the	
  string	
  direc)on.	
  

In	
  3+1	
  dimensions	
  In	
  2+1	
  dimensions	
  

To	
  describe	
  the	
  quantum	
  mechanics	
  of	
  
the	
  transla)onal	
  zero	
  modes,	
  we	
  introduce	
  
the	
  posi)on	
  variables	
  	
  ux(t),	
  uy(t)	
  

ux(t,z),	
  uy(t,z)	
  
	
  



Effec)ve	
  Lagrangian	
  of	
  the	
  zero	
  modes	
  

L =
M

2
(u̇2

x

+ u̇2
y

) +
B

2
(u

y

u̇
x

� u
x

u̇
y

)

•  One	
  can	
  show	
  that	
  B	
  is	
  propor)onal	
  to	
  the	
  winding	
  number	
  of	
  the	
  texture	
  πa(x);	
  
e.g.,	
  B	
  =	
  2πn0N	
  for	
  a	
  superfluid	
  vortex,	
  and	
  B	
  =	
  4πsN	
  for	
  a	
  skyrmion	
  in	
  magnets.	
  

	
  

•  The	
  Lagrangian	
  is	
  iden)cal	
  to	
  the	
  single-­‐par)cle	
  quantum	
  mechanics	
  under	
  the	
  
magne)c	
  field	
  B.	
  The	
  effec)ve	
  Lorentz	
  force	
  is	
  the	
  famous	
  Magnus	
  force.	
  

	
  

•  Invariant	
  (up	
  to	
  a	
  total	
  deriva)ve)	
  under	
  the	
  sin:	
  ua	
  à	
  ua	
  +	
  ca	
  
	
  

•  The	
  momentum	
  operators	
  sa)sfy	
  [Px,	
  Py]	
  =	
  i	
  B.	
  

	
  à	
  The	
  same	
  commuta)on	
  rela)on	
  must	
  be	
  seen	
  at	
  a	
  
more	
  microscopic	
  level	
  

Start	
  from	
  a	
  sta)c	
  field	
  configura)on	
  πa(x).	
  
Replace	
  by	
  πa(x	
  –	
  u(t)),	
  put	
  this	
  into	
  the	
  Lagrangian,	
  	
  
and	
  expand	
  it	
  to	
  the	
  quadra)c	
  order	
  in	
  u.	
  	
  

M.	
  Stone	
  	
  
PRD	
  (1996)	
  



3.	
  NONCOMMUTATIVITY	
  OF	
  THE	
  
MOMENTUM	
  OPERATOR	
  



Momentum	
  operator	
  and	
  its	
  
commuta)on	
  rela)on	
  

•  Noether	
  theorem	
  
	
  
•  Canonical	
  commuta)on	
  rela)on	
  

•  Generator	
  of	
  the	
  transforma)on	
  

T 0i =
@L
@⇡̇a

�⇡a = pa@i⇡
a

[⇡a(~x, t), pb(~x
0
, t)] = i�

a
b �

d(~x� ~x

0)

[P i
, T

0j(x)] = �i@iT
0j(x)

[P i
, P

j ] = 0 if T

0j(x) ! 0 as |~x| ! 1



For	
  skyrmions	
  
[P i

, T

0j(x)] = �i@iT
0j(x) + ipa(x)(@i@j � @j@i)⇡

a(x)

[P i
, P

j ] = �i

Z
ddx [@ipa(x)@j⇡

a(x)� @jpa(x)@i⇡
a(x)]

Therefore,	
  

L(metric) =
1

2
ḡab(⇡)⇡̇

a⇡̇b � 1

2
gab(⇡)r⇡a ·r⇡b

L(Berry) = ca(⇡)⇡̇
a

For	
  the	
  Lagrangian	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
and	
  for	
  a	
  sta)c	
  field	
  configura)ons,	
  

L(Berry) + L(metric)

[P

i
, P

j
] = �i

Z
d

d
x

1

2


@cb(⇡)

@⇡

a
� @ca(⇡)

@⇡

b

�
(@i⇡

a
@j⇡

b � @i⇡
b
@j⇡

a
)

= �i✏ij

Z
⇡

⇤
! = �iN✏ij

Z

C2

! (for d = 2; ! ⌘ d[cb(⇡)d⇡
b
])

two-­‐cycle	
  C2:	
  2D	
  manifold	
  (in	
  G/H)	
  without	
  boundary	
  

From	
  more	
  careful	
  calcula)on	
  

(when	
  H2(G/H)	
  
is	
  nontrivial)	
  	
  

(=	
  0	
  when	
  H2(G/H)	
  is	
  trivial)	
  



Simple	
  example:	
  
skyrmions	
  in	
  ferromagnet	
  

L = s
n
y

ṅ
x

� n
x

ṅ
y

1 + n
z

+
ḡ0
2
~̇n2 � g0

2
(r~n)2

G/H	
  =	
  SO(3)	
  /	
  SO(2)	
  =	
  S2;	
  	
  S2	
  	
  itself	
  the	
  nontrivial	
  two-­‐cycle	
  C2	
  

spin	
  density	
  s	
  =	
  S/ad	
  

! =
1

4⇡
sin ✓d✓ ^ d�

[P x

, P

y] = 4⇡is

Z
d

2
x

1

4⇡
~n · @

x

~n⇥ @

y

~n

= 4⇡is

Z
n

⇤
! = 4⇡isN

Z

S

2

!

Other	
  examples	
  with	
  nontrivial	
  H2(G/H):	
  	
  
•  G/H	
  =	
  CPn 	
  (i.e.,	
  the	
  CPn	
  model)	
  
(n	
  =	
  1	
  case	
  is	
  iden)cal	
  to	
  the	
  above	
  magnet	
  example)	
  
•  G/H	
  =	
  T2 	
  [π2(G/H)	
  =	
  H2(G/H)	
  when	
  π1(G/H)=π0(G/H)=0]	
  
•  G/T	
  where	
  G	
  is	
  semisimple	
  and	
  T	
  is	
  the	
  maximal	
  torus	
  (U(1)s)	
  of	
  G	
  



Vor)ces	
  in	
  superfluid	
  
[P i

, T

0j(x)] = �i@iT
0j(x) + ipa(x)(@i@j � @j@i)⇡

a(x)

p(x) = n(x)� n0⇡(x) = ✓(x)

(@
x

@

y

� @

y

@

x

)✓(~x) = 2⇡N�

2(~x)

lim
|~x|!1

n(x) = n0

,	
  

[P x, P y] = �2⇡in0N
n(~x = 0) = 0

For	
  a	
  rela)vis)c	
  superfluid	
  n0	
  =	
  0	
  and	
  thus	
  they	
  commute.	
  
	
  
This	
  calcula)on	
  can	
  be	
  easily	
  generalized	
  for	
  a	
  general	
  π1(G/H)	
  =	
  Zm.	
  
The	
  condi)on	
  for	
  a	
  nonzero	
  commutator	
  is	
  	
  

p

a

(~x = 0) 6= lim
|~x|!1

p

a

(~x)

Thousless	
  et	
  at,	
  PRL	
  (1996)	
  

(expected	
  result	
  in	
  the	
  dual	
  picture)	
  



Quan)za)on	
  of	
  the	
  central	
  extension	
  

B	
  x	
  (Area)	
  is	
  quan)zed	
  to	
  an	
  integer	
  mul)ple	
  of	
  2π.	
  
Indeed,	
  
B	
  x	
  (Area)	
  =	
  2πN	
  n0	
  x	
  (Area)	
  for	
  a	
  superfluid	
  vortex.	
  
B	
  x	
  (Area)	
  =	
  2πN	
  2s	
  x	
  (Area)	
  for	
  a	
  skyrmion	
  in	
  magnets.	
  
	
  
For	
  skyrmions	
  in	
  general,	
  the	
  quan)za)on	
  follows	
  from	
  
the	
  requirement	
  on	
  the	
  Wess-­‐Zumino	
  term.	
  
	
  
	
  
	
  

L =
M

2
(u̇2

x

+ u̇2
y

) +
B

2
(u

y

u̇
x

� u
x

u̇
y

)

total	
  #	
  of	
  par)cles	
  

total	
  spins.	
  s	
  =	
  S/a2	
  



Summary	
  

•  We	
  have	
  shown	
  that	
  the	
  momentum	
  operator	
  
may	
  not	
  commute	
  in	
  the	
  presence	
  of	
  skyrmions	
  
(H2(G/H)!=0)	
  and	
  vor)ces	
  (π1(G/H)	
  =	
  Zm)	
  

	
  

•  The	
  quantum	
  mechanics	
  of	
  the	
  zero	
  modes	
  is	
  
	
  
where	
  [Px,	
  Py]=i	
  B.	
  
B	
  x	
  (Area)	
  is	
  quan)zed	
  to	
  an	
  integer	
  mul)ple	
  of	
  
2π.	
  
	
  

L =
M

2
(u̇2

x

+ u̇2
y

) +
B

2
(u

y

u̇
x

� u
x

u̇
y

)


